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n���-��SL�9�Fo����%�L2���g�x����)F�CG(�������	�����)�!L���%�L2�B"���B�F����"��!�F�
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\
�B�LdL�	Z?�B/+��@��
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n��� �L��!�9�h	��/o8+��!��` L0:����	d ����!:-���0�,����lC��By�!�"�S����F�����!�	��
�N� G(��m�/0b��	��!B/�����@�N� G(�	��d �X�g�X��!��	x�B/�������)FL
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1. Gottlob Frege (1848-1925) 
2. Begriffsschrift . 
3. Josef Peano ( 1858-1932 ) 
4. Bertrand Russell ( 1872-1970 ) 
5. Alfred North Whitehead ( 1871-1937 ) 
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����L(��)��!��h�!�"��y���%�&�'�����Q��������+�SL6�9����,!�9/?��"��6	Q���6"�F��6���������6"��
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��!���	)L#����!�i	�U��By��	("���VW�X�B�?�(��Z+����!��/0)�����

?�(����h������!���VC/0�	���+�,�b�	�������B"�Q������L/"��0"�BK���!��!L#�cL���!��
�	B��
/#�(��6�N��!LF��+� G(��F!!�b�| L0r��@��
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������Z?�,!!���� /#�!L#�B"�1L+�g��N�@��/(?� G(��B/'���������U(����6��	�p���� 6G(�

�N	?��!�l)�-� G(���LG�����B/�\b��(����0"���)��"������V"�]���Z�V�Z?��@�L(y�i)�
�e �"��!���,�-��!������)F����N��� G(����!������������6"�ay��/��By����!�!LN��	�B6/+����6)F�
/(?� G(���]�	�(/0)�i�@��

�S�v�B~�h������L� #��!�Z?� G(���)F����!L6��B/9b�!����/?����Z6?��h���B6y
	 G(����t�����d ��)���LG?����	�������(K�t�e �"����(K�� ]���	CG(���L��]����!��

 G(���)F?jy��/X���Q�
���B/+���(/0)@��
��
$ %
�&'�� ����( ��)�'�*+, 
�( �- �& 

�X�'���By��"�� :���gL2 ��L(��	d ��?��"�%������!L��%��'����Z?����
E�@�U�	�)L-��B 

H�@�U�	B�L�M��B��) 

J�@U��	B�L�M��B��)F2L����̂\
	� 
I�@�U�	��)�"�B 

P�@�U�	/�b��"�Y"L��B���
��

.�&� �����	�/��'
�����
����
 G(���)F���
��U����!����/?���"�?��/� (Suber, 2009)��u���B"	Z?�����

• Categorical logic  
• Combinatory logic  
• Conditional logic  
• Constructive logic  
• Cumulative logic  
• Deontic logic  
• Dynamic logic   

• Many-sorted logic  
• Many-valued logic  
• Modal logic  
• Non-monotonic logic  
• Paraconsistent logic  
• Partial logic  
• Prohairetic logic  
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• Epistemic logic  
• Erotetic logic  
• Free logic  
• Fuzzy logic  
• Higher-order logic  
• Infinitary logic  
• Intensional logic  
• Intuitionistic logic  
• Linear logic  

• Quantum logic  
• Relevant logic  
• Stoic logic  
• Substance logic  
• Substructural logic  
• Temporal (tense) logic  
• Other logics  
• Non-standard logics in general 

�������� G(����)F����!����/?�������!�L�	��)������"�!�"��y���Z��/�F������B90:+��!�
�
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E�@�L/�Ly� G(����
H�@!L��� G(�F 
J�@�����(K� G(��������B?��������K����@@@@ 

I�@��+� G(�F��
P�@!�h� G(� 

R�@��+���rN�� G(��	Q 
�!���	 G(�������)	S�y�)���Z?�!��Z?!�if���L�h��/���(K���BUXj��V"�]��

�����N�OG?��!�����!�L#�"�,!L"����� �>/����������L����B�?L��B"�gL������L/r���F�"���/��
�h G(����)��(/0)�@��

��"�B/'�	�������By�Z�!�BNL���	!�x� G(����!����0C���!����("�iF� G(���������!����/6?�B"��)�
����Z?�i���!����/?��@�g����F�"�!�+�F����"�	��Q��	!�x���	���Q�����,�����!��� G( G(����)F�

�����]�!����/?�����)!��!�+���F�!�	�����"��-	!�xF%��9/�������,�6����!��� 6G(�����)
 G(���)F������]�!����/?�����)!@ 
��

0�&� �����	��'
�����
� 
 G(����)F�����?jy� G(��B/?!�!�B"�!����/?����
���Q���B/+�����B�?L�	B/+���0C����i����!L�@�
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�g��BN�!�%vL�r�� G(��	�dL��Q��dL���(K������%�N�!�%vL�r�� G(����

0C��V"�]���v�"��iZ?@��
��

��&� �����	�1������2)��3�+4�����&��
E@��%��NL�� G(� 

H�@����� G(���
J�@^�:x�� G(���
I�@F��� G(���

P�@�S��9/?� G(��
R�@Z#�(�� G(� 

A�@��rN�� G(� 

T�@������ G(���
��

5�"����� ���� 
$ %
&������ ����'��6'
78�9:�����- '+, ��#��9�
�� 
��L?���cLdL���gL�r���} "��V�+��
�)��������� ?�������!�i?�����Z?@ 
e �"�����0����)�����XL���������(/0@ 

��/(?� G(���!��:�N�B�����L?��"���)���)��e �"�����������h����!L�����s 
�����cLdL���h���
�
��!���gL�r��B:2�+j "	�} "��V�+�������Z?�Z0���,!��h���!L��@gL�r����cLdL��

����!��	���B:�N���)�����X�����Lb	�(�@�L?����,�()!�������y�������V�+���B:�N�Z������6��} "�
y���9��B:�N�ZZ?�� �?�"�By�	�iy����y��̂��,�ab�:y�B'NL��B/?!����K�B"��)�B��B'��?�
:y�B'NL���BWaN��WaN�B'��?���B�0C��B���i��!L�@��
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ne �"��� ?����e �"��!��)��L&�	B:��������������)�o��/(?� G(���!���?��"�V"�]������6�Z0�@
	�����B'?�r���a"�����y���?� G(����(K��:�N��B���	�)����6������h���!��6�������(���6?�@
/X��
���(�������B"����	��:�N�cL���B���)��:�NB���	�)�������6���L?����h�gL�r���?��"�By���h�6	���

B:�N����F�)B+�r(�������������:X�,�����(/9b	����"�By�!L"��	���������gL6�r���6?������L6?��
�!�"	�����B�Lb�B"����h���i�F�����?�"�cLdL��)!���]���������!L6��Z6?�!�B:�N���/#�?����i�
�����9U�EI�I�1��ETD������L2 ��!��y�����gL�r���?��"��L?����h�B���	�����!��L?��!��h��

��!��L?�B(�!	�-�������	b.���)F��N� G(��	�Z?���/(?� G(�������� :62 ���!��r��
�V������(y+�y��a"��]�+�Y]���!�����"�FZ?�B�?L��@ 
��

.&; %�<��	������ ����'��*=���
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,!�?���	���/"�����	���	�gv�/?��������:�X�B:�N�B?����x������V�����!L������B:�N�!�Byg��

���B��C����L?���������/��BM������(����@���!	������!�!�!L6N���X�B?�gv�/?������cL6dL�
/����BM��2 ��X����/��gL�r����BM�'y��X�����X��h���F�����,�����x��%���C���!�By�������6�X

}?�Z?�@ 
�������]�%�L2��%���C���!�}?����X��/+�b��]�cL����� ��gv�/?�����������������)!�@�)�

]���%�L2���� �Vx������Lb	�(�@Vx���)F]�����K�� ���i0]Z?�Vx���)��!������
���%���C����������L����y�B"�BNL���"����y���^��������h�i���!!���@�"�("	��d ����Z���)F�0"����

�	!�F"�Vx��)��!�B���h��)L#�!LN��@�)	���Q	�d����Z�����)| �d����Lb	�(@ 
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<�*�>� 
? ����
*�
��>���@����>���

E�@�| ��^��)Z?@��
H�@)������| ���Z0@��
/��BM��)�^���������Z0@��

E�@Z?�| ��^���)@��
H�@)���| ������Z0@��
/��BM��)������^����Z0@��



������� � � ����� ��	
���� �������	� � ����

@+���>���@'�AB��>���

E�@Z?�^���| ��)@��
H�@Z?����| ��)@��

/��BM��e �"�Z?����̂ ��@��

E�@e �"�Z?�^���| �@��
H�@)���| ������Z0@��
/��BM��e �"������^���Z0���

��

�L���"���B"�BN	��������B"�Vx�����K��!�| ��d �cL�M��Bx(HPR��| �d �����6?���6�����
| LN�i)��"�LbF�S�����)��/+�F�x+�F()�����0"������F,�ab�����)�	b�����!�By���

��0���B/+�b���y�B"���!L���(������?�Z?������/N�%�������%�����` ��@�@@��Z0@��
��

0�&����� ����'��6'
78�C �'
� 
,�ab�����!��)	�G(������1�2 �m���} C+� 	� G(�����h�By�!�!�| \y�������962

��Q	��a�����(����@	(����B:�N��b��F��Z?�1!�2����t�����d����| ��6y��6���B6:�N��6b���Z0�F�
�| ��yZ?����1!�2 �t�����d�Z0�@	��	���	�h��@ 

���N� G(���!	�i)������,�ab�m������)�B"��)��Z?�%�L2���	������h�B"���� 6G(��
?jy��Q�a�����Lb	�(@������L��?�Z9b	�!�B��B��?�a)�B?LG?�� G(���	�"���(~�)��

� G(���?��N�	�����a��Z?�,!�/0b�@�����(~�)������������h�����,�����
�i)�����?�"�By,��"��i�/0)��(�����
��N�B�)������,�-��!��!�B:�N�����,�LX����)��)	�������BC+��!���09����?��������������/6?��6	��

�������!� G(������,!�9/?���(y�i�����"��� �?	�,�-�������L]�(������6��Y6d��������B6:�N��
���� ���� ��!�&��L��]�@	(����n(K��������K�By�Z0�aF��,�ab�F���C��������1!�2��!��)��h���

�(��"@o�g���� 
n(K�������!�?�L)���Z?�!�?�L)�By�Z0�Z0@o 
n(K�����)���Z?�!L?�"�LM��!��)�By�Z0���!L?�"�LM��!���Z0@o 
	��L��]������6�)��6�����6#�����6?����Z6�!�,�G��!�!��������)����06"��!���6(~���F����

gv�/?��)	�!�������/��"SL:���Z?�iy�X�,!�9/?������!L�@��



�������� ����������������	��

��������('��B"�BNL���"�� ���� ��!�&��L��]	��������!�By�l���Z6?������L��6]����Z6?�!
Z?���m���!�����b������'"���v�"����)	�i	��L��]��!	��Z6?!�����!L#�!�"��y��-
�����)!�@��F�"g�����!L��� G(��F�	x������ G(����)�	�����By�!L"�	��
��F���6	�������L��6]��

��#��!�y��@����!�+�i)��h�����"F����S���B"�n?�yL��L	�o7��� G(����B?������������K��6������
�
��	B��\bF!�y�@ 

��������!� G(���!�Y]���!������LC�������N�B��F�)�����
����x���B/?L����)���,���V���
�"�B�LC����(�v�����e +F���#����������!����!LN�����h����@	(���"�����	��h������)�K���6�aF�

��Z0�@�������Y]��i�����!�/]��������!L#�B"����-�	i����"�(��]��i�6�ZK��6�!�a	��6-F�
Z?��������	�x+������(y�i��������	�%Lx?�����(y�i���������	��b��������(y�i@ 

���!	���%�"��Z#�?�g�����M(���Z?��-(�����)@���]��!�	�%�"��i������ 6G(��� �6?�"��)
������!��B/#�?����������)�B"�By������������B6K���!L"�B/0x����!��r�������y�X�Z:���

��������/#�?��!�V:#�� NL���0"	����%�"��B/#�?�Z?!�gL� r��Q�����)����@���g�X��!����
�%�"���d �X���C���)	t�'�y�X�Z���)��(r(�����������S��������S�M��������"����()!�����Z6��X��!��

���| \y���1�2����!�Z��X��(K	������-��i)���i]����(���@"B�/?�����6)����F������Z>6?�
` �G�����	\
���)�9����������O:G� ��i����:��V+�r���!����L����������]���!�Z���!�"��yF�
���!�@	(��������i:]�����/�L���!�	�K�Q��Z?�a��������!�i������K�Y]����!�a	�-F��Z6?��@

��������!� G(��� �?�"�����������C�	��������>�	�B�L�M�������)�����"��)F������Z>6?�
�G]���,����L� r������@���L2 ��!������/"������ByF�ZC:#�������6�������(6��������,!L6"
	(K�����"��	�x	,!�y���]�"�� �'����-�	i@��

��

D�"� �����	���'
���B���E+FG������	��������
�g�?��!EDJ���?�yL��L	���6� G(����/0����!���6�����B?� G(�����K�����������

                                                                 
1. Jan  Lukasiewicz ( 1878-1956)� 
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2. Vagueness 
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1.  (p P q)⊃(∼q P ∼p) 
2.  (p S q)⊃ (q S p) 
3. ∼(p P p) 
4.  (p S q)∼⊃ (p P q) 
5.  (p P q)∼⊃ (p S q)�
6. {(p P q)∧ (q P r)} ⊃(p P r) 
7. p S p�
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 A1 (p P q) ⊃ ∼ (q P p) 

A2  [(p P q)∧ (q P r)] ⊃ (p P r)  
A3  p S p  
A4  (p S q) ⊃(q S p)  
A5  [(p S q)∧ (q S r)] ⊃ (p S r)  
A6  [(p P q)∧ (q S r)] ⊃ (p P r) 
A7  (p Pq) ≡[(p∧ ∼ q) P (q ∧∼ p)]�
A8  (p S p) ≡ [(p ∧ ∼q) S (q ∧∼ p)] 
A9  ((p∨q) P (r∨s)) ≡ (((p∧∼r∧∼s)  

P(∼p∧∼q∧r)) 
∧((p∧∼r∧∼s) P (∼p∧∼q∧s))  
∧((q∧∼r∧∼s) P (∼p∧∼q∧r))  
∧((q∧∼r∧∼s) P (∼p∧∼q∧s)))  

A10 (pPq) ≡ (((p∧q) P (q∧r))∧((p∧∼r) 
P (q∧∼r)))  

A11 [(p P∼ p)∧ (∼q P q)]⊃ (p P q) 
A12 ((p∨q) S (r∨s)) ≡�

{[(p∧∼r∧∼s) S (∼p∧∼q∧r)]  
∧[(p∧∼r∧∼s) S (∼p∧∼q∧s]  
∧[((q∧∼r∧∼s) S(∼p∼∧q∧s)]} 
∧[(q∼∧r∼∧s) S (∼p∼∧q∧r)] �

A13  (p S q) ≡ {[(p∧ r) S (q∧r))∧[(p∧∼r) S (q∧∼r)]}�
A14 ((p S ∼ p)∧ (q S ∼q))⊃ (p S q)�
A15 ∼ (p P p)�
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A7 [∼�  (p ⊃q) ∼� ∨ (q⊃p)] ∧ {(p P q) ≡ 

[(p∧∼q) P (∼p ∧q)]} 
A8 [∼� (p ⊃q) ∼� ∨ (q⊃p)] ∧ {(p S q) ≡ 

[(p∧∼q) S (∼p ∧q)]}�
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A16� �   (p ⊃q) ⊃ {(p P q) ≡ (p P (∼p ∧q)]} 
A17� �   (q ⊃p) ⊃ [(p P q) ≡ ((p∧∼q) P q)] 
A18� [∼�  (p ⊃q) � ∨ (q �  p)] ∨ {(p S q) ≡  

(pS (∼p ∧q)]} 
A19 � [�  (p ⊃q) ∼� ∨ (q �  p)] ∨ {(p S q) ≡ 

[(p∧q) S∼q]} 
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